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1. Muc tiéu: Xay dung cau tric métric méi m trén tap con Y ctia khong
gian métric (X, d) va ap dung Nguyeén li 4nh xa co Banach trén khong gian
métric (Y, m) vao chiing minh nhitng mé rong ctia Nguyén li 4nh xa co Banach
trén khong gian métric (X, d).
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MO DAU

1 Tbéng quan tinh hinh nghién ciu

Li thuyét diém bat dong trong khong gian métric da thu hit dude sut quan
tam nghién ctu clia nhidu téc gid, rat nhiéu dinh i diém bat dong va tng
dung da dugce thiét lap [2]. Trong bai bao [29], Rhoades da hé thong 25 dieu
kién co, xay dung nhiéu dang dinh li diem bat dong va thiét lap moi quan he
gitta chung. Van dé nay dugc Collaco va Silva tiép tuc hoan thién trong [11].
Nhiéu phan vi du cho nhitng méi quan hé nay ciing dude xay duyng, xem chi
tiét trong [29, Theorem 1] va [11, Section 3.

Gan day, Li thuyét diem bat dong trong khong gian métric tiép tuc thu hat
duge sy quan tam nghién cttu ctia nhiéu tac gid. Trong tai lieu [31], Suzuki
da gidi thieu mot huéng tong quat méi cho Nguyen li 4nh xa co Banach bang
cach st dung mot ham khong tang 0. Huéng nghién ctu nay da duge tiép
tuc trong [1], [3], [13], [26]. Trong [27], Ran va cong sy da md rong Nguyeén Ii
anh xa co Banach cho khong gian métric sap thit ty bo phan va ap dung vao
phuong trinh ma tran. Ki thuat nay sau do ciing dugc ap dung rong rai cho
nhiéu loai diéu kién co khac nhau, xem [7], [17], [22], [25].

O trong nude, Li thuyét diém bat dong ciing dude mot sé tac gia quan
tam nghién cu. o) Vién Toan hoc, Vién Han lam Khoa hoc Viét Nam, mot
sb tac gia nghién citu diem bat dong va ting dung ciia né trong giai tich da tri
va t6i uu toan hoc, xem [12], [18]. O Trudng Dai hoc Quéc té, Dai hoc Quéce
gia Tp HO6 Chi Minh cac tac gid vi cong sit ciing nghién citu vé diém bat dong
va ting dung ctia n6 trong giai tich da tri va toi wu toan hoc, xem [15], [21]. 0
Trusng Dai hoc Hong Diic, cac tac gid quan tam dén dinh li diém bat dong
tren khong gian métric sip thit tu va ap dung, xem [23], [24]. O Truong Dai
hoc Vinh, cac tac gid quan tam dén mot s6 dang md rong ctia Nguyen 1 4nh

xa co Banach nhu diéu kien co Meir-Keeler, Ciri¢, xem [9], [20]. O Truong



Dai hoc Dong Thap, cac thanh vién ctia Seminar Gidi tich toan hoc va ap
dung quan tam dén mot s6 dang dinh 1i diém bat dong trén nhitng khong

gian métric suy rong, chang han [4], [5], [14], [30].

2 Tinh cap thiét cua deé tai

Dé ching minh mot dinh 1f 1& mé rong ctia Nguyén 1i 4nh xa co Banach,
cac tac gia thuong chi ra rang Nguyeén If anh xa co Banach 1a mot hé qua truc
tiép ctia dinh 1i mé6i. Dong thoi, cac tac gid xay dung mot anhxa T : X — X
thod man céc gid thiét ctia két quad mdi nhung khong thod man Nguyen li
anh xa co Banach. Vé chi tiét nhitng vi du kiéu nay, ching ta c6 thé tham
khéo trong [29, Theorem 1] va [11, Section 3].

Van dé dat ra 6 day la ching ta c6 thé ap dung Nguyén li 4nh xa co
Banach cho anh xa Ty : Y — Y véi (Y, m) 1a mot khong gian métric day du
nao dé dé tir d6 thu duge diém bat dong cia T : X — X trén khong gian
métric day du (X, d). Do d6, viéc thiét 1ap Nguyen 1 &nh xa co Banach trén
khong gian métric (Y, m) dé ching minh dinh li diém bat dong tong quat
trén khong gian métric (X, d) ¢6 ¥ nghia quan trong déi véi Li thuyét diém
bat dong trong khong gian métric.

Trén cd sé nhitng nghién citu vé Li thuyét diém bat dong ciia mot nhom
gidng vién va sinh vien & Khoa Su pham Toan-Tin, Truong Dai hoc Dong
Thap trong thoi gian qua, ching toi la chon van dé nghién ctu “Mot cach
tiép can khac vé mé rong dinh 1i diem bat dong trén khong gian métric”. Viéc
nghién ctu van dé nay sé ké thita duge nhitng két qua, ki thuat va phuong
phap ctia nhém; tiép can duge mot huéng nghién citu mang tinh thoi sy cia
gidi tich hién dai trong nhiing nam gan day va dat nén moéng cho viéc tng
dung nhitng két qua va tu tudng kinh dién ctia giai tich vao nhitng linh vuc
mang tinh tng dung cao nhu phuong trinh vi phan, khoa hoc may tinh, t6i

uu toan hoc.



3 Muc tiéu nghién citu

Xay duyng cAu tric métric méi m trén tap con Y clia khong gian métric
(X, d) va ap dung Nguyén li &nh xa co Banach trén khong gian métric (Y, m)
vao chiing minh nhitng mé rong ciia Nguyén 1i &nh xa co Banach trén khong

gian métric (X, d).

4 CAch tiép can va phuong phap nghién ciu

Cach tiép can: stt dung day lap ctia mot anh xa dé xay dung cau tric métric
mdéi trén tap con cia mot khong gian métric da cho va st dung Nguyén Ii
anh xa co Banach trén khéng gian métric méi dé chitng minh nhiing maé rong

cua Nguyén li anh xa co Banach trén khong gian métric da cho.

Phuong phéap: nghién citu cac tai lieu tham khao dé xay dung cau tric
métric méi tit métric da cho. Cac két qua nay dudce thao luan va trao doi chi

tiét v6i cac tac gid cing hudng nghién citu.

5 D6bi tugng va pham vi nghién ciu

Dé tai nghién ctiu Nguyeén li 4nh xa co Banach trong khong gian meétric,
mot chti dé thuoc linh vige Li thuyét diém bat dong trong khong gian métric

suy rong.

6 NoOi dung nghién ctu

Noi dung nghién citu ctia dé tai bao gom:
- Mot s6 khai niem va két qua bo tro

- Nguyén li &nh xa co Banach trén khong gian con va ap dung.



CHUONG 1

MOT SO KET QUA BO TRG

1.1 Nguyén li anh xa co Banach

Trong muc nay, ching toi trinh bay lai mot s6 noi dung vé Nguyeén 1i anh
xa co Banach.
1.1.1 Dinh nghia ([6]). Gia st (X, d) la mot khong gian métricva 7 : X —
X 1a mot anh xa. T dude goi 1a mot dnh za co néu ton tai a € [0, 1) sao cho
v6i moi z,y € X,

d(Tz, Ty) < ad(zx,y). (1.1)

1.1.2 Pinh i ([6], Nguyén i &nh xa co Banach). Gid su (X, d) la mot khong
gian métric day di va T : X — X la mot dnh za co. Khi dé T ¢6 diém bat

dong duy nhat trong X, nghia la ton tai duy nhat © € X sao cho Tx = w.

1.2 Mot s6 diéu kién co trong khoéng gian métric

Trong muc nay, ching to6i hé thong mot sd dieu kién co 1a md rong cia

diéu kién co trong Nguyén li anh xa co Banach.

1.2.1 Dinh 1i ([29], Theorem 5). Gid st (X, d) la mot khong gian métric day



di, « € 10,1) va T : X — X la mot anh xa thod man vdi moi x,y € X,

d(x, Ty) +d(y, Tx)
9

d(Tz,Ty) < amax {d(z,y),d(z, Tz),d(y, Ty), (1.2)

Khi d6 T c6 diém bat dong duy nhat y* va lim Trz = y* vdi moi v € X.

n—300
Mot s6 dieu kién co khac duge liet ké trong [29] 1a truong hop rieng hoic
tuong duong véi dieu kien co (1.2). Cu the
Diéu kién co Kannan [19]: Ton tai a € (O, %) sao cho v6i moi x,y € X,
d(fz, fy) < ald(w, fz) +d(y, fy)]. (1.3)
Diéu kién co Bianchini [8]: Ton tai h € (0,1) sao cho v6i moi z,y € X,

d(fz, fy) < hmax {d(z, fz),d(y, fy)} (1.4)

Diéu kien co Reich [28]: Ton tai a, b, ¢ > 0 thod man a +b+ ¢ < 1 sao cho
v6i moi z,y € X,

d(fx, fy) < ad(x, fz) + bd(y, fy) + cd(x, y). (1.5)

Diéu kién co Hardy va Rogers [16]: Ton tai cac s6 khong am a; thod man

5
>~ < 1 sao cho v6i moi z,y € X,
i=1

d(fz, fy) < ard(z,y)+asd(z, fr)+asd(y, fy)+asd(z, fy)+asd(y, fz). (1.6)

1
Dicu kién co Zamfirescu [33]: Ton tai o, 3,7 v6i 0 < a < 1,0 < 8,7 < 3

sao cho v6i moi z,y € X, it nhat mot trong cac diéu kién sau 1a dung.

d(fz, fy) ad(z,y)
d(fz, fy) < Bld(z, fz)+d(y, fy)] (1.7)
d(fz, fy) < ~v[d(z, fy) +d(y, fz))].

IA

IN



Diéu kien co Ciri¢ [10]: Ton tai cac ham ¢, 7, s,t : X x X — [0, +00) vA

A thod man

sup {q(z,y) +r(z,y) +s(z,y) +2t(z,y)} <A <1
r,yeX

sao cho v6i moi x,y € X,

d(fz, fy) < q(z,y)d(z,y) +r(z,y)d(z, fx) + s(z,y)d(y, fy)
+t(z,y) [d(=z, fy) + d(y, f)]. (1.8)

1.2.2 Nhan xét. Theo ching minh ctia [29, Theorem 1.(xxvi)] thi diéu
kien (1.2) tuong duong véi diéu kién (1.8). Theo chiing minh ciia [29, The-
orem 1.(xiv)] thi (1.1) = (1.6) nhung chiéu ngugc lai khong xdy ra khi céc
diéu kien co dude ap dung cho cing mot anh xa trén cing mot khong gian
meétric (X, d). Tu [11, Theorem 2.1.(vi)], ching ta c6 (1.6) = (1.8). Do do,
(1.1) = (1.8), diéu nay c6 nghia la (1.1) = (1.2) nhung chiéu ngugc lai khong
xdy ra khi cic diéu kién co dugce ap dung cho cling mot anh xa trén cting mot
khong gian métric (X, d). Néi cdch khac, Dinh 1i 1.2.1 la mdot mé rong cuia

Nguyén li anh xa co Banach trén cing mét khong gian métric.



CHUGONG 2

NGUYEN LI ANH XA CO BANACH TREN
KHONG GIAN CON VA AP DUNG

2.1 Nguyén li anh xa co Banach trén khong gian

meétric con

Muc nay trinh bay mot s6 diéu kien ddm bao cho mot anh xa 1a anh xa
co trén khong gian con véi métric ndo d6. Nhitng két qua nay da duge cong
b6 trong [32].

2.1.1 Dinh nghia. Gia st (X, d) 1a mot khong gian métricva 7 : X — X

13 mot anh xa. V6i méi x € X, dat

O(z,+o0) ={z,Tz,..., T"x,...}.
Bao déng ctia O(x,4+00) trong (X, d) duge ki hiéu la O(z, +00). Khong

mat tinh tong quat, ching ta gia sit hodc T"z # T*x véi moi n # k hoac ton

tai p sao cho T"x # TFzx v6i moi n # k < p va T"x = TPx véi moi n > p.



Xét m : O(z, +00) x O(z, +00) — [0, +00) duge xéc dinh nhu sau:
(

0 néu u =v € Oz, +00)
n—1 ) ] /

m(u,v) =< S d(T'z, T x) néuu=Tre #v=T"2,0<k<n
i=k

lim m(T"x, T'x) néuu=T"z,v = lim T’z & O(z, +0).

\ 1—00 1—00
(2.1)

Vi du sau ching té m c6 thé nhan gia tri +oo.

2.1.2 Vi du. Xét

: 1:nEN}U{O}

1
X:{_%:nEN}U{Zn—

v6i métric thong thuong va anh xa T : X — X duge xac dinh bdi

;

1 ) 1
—— neu r =
2n 2n —1
T(z) = < 1 ) 1
neuxr = ——
2n +1 2n
0 néu x =0

Khi d6 m(1,0) = +oo.

2.1.3 Ménh dé. Gid st (X,d) la mot khong gian métric day di, A € [0,1)

vaT : X — X la mot anh xa sao cho vdi moi u € X,

d(Tu, T?u) < Ad(u, Tw). (2.2)
Khi dé, véi moi x € X va m nhu trong Dinh nghia 2.1.1, khong gian métric
(O(x, +00),m) la mot khong gian métric day di.
Chiing minh. V6i méi € X, khi d6 m 1a mot métric suy rong trén O(x, +00),
nghia 1& m c6 thé nhan gia tri +oo. V6i mdi n € N, tit (2.2) ta c6

(T2, T M2) = d(T(T" '2), T*(T" '2)) < M(T" 2, T"z) < ... < \N'd(x, Tx).



V6i moi k,n € N, ta c6

d(Thz, T"z) < Zd(Tix,Tin) <d(z,Tz) Z)\i < .

Vay {T™z} 1a mot day Cauchy. Vi (X,d) la day da nén ton tai y* € X sao
cho lim 7"z = y*. Do d6 O(x,+00) = O(x,+00) U {y*}. Tu (2.1), v6i moi
n—oo

n € N, ta co

m(T"z,y*) = lim m(T"z, T'x) Zd e, T )

1—00
Vay m la mot métric trén O(z, +00).

V6i moi day Cauchy {y,,} theo m trong O(x,+00), nghia la

lim m(yg, yn) = 0.

n,k—00

Chting ta chi can xét truong hop y, = T"z. Theo (2.1), ta c6

m(Yn, y*) = m(T"x, lim T"x) Z d(T'x, T )

1—00

Tt (2.2), ta nhan duge sy hoi tu cta chudi > d(T %z, T z). Vay ta co
i=0
lim m(y,,y*) =0, tit d6 suy ra {y,} hoi tu vé y* € O(z,o0) theo m. O

n—oo
2.1.4 Dinh li. Gid st (X, d) la mot khong gian métric day di, v € X, m

nhu trong Dinh nghia 2.1.1 va T : X — X thod man (2.2). Néu

T(O(z,+00)) C Oz, +00)

thi T\m la mot anh za co theo m. Khi dé, T c6 duy nhat diém. bat dong

y* trong O(x,4+00) va lim T"x = y* trong (X, d).

n—oo

Chiing minh. V6i mbiy, z € O(x,00), y # z, ching ta xét hai truong hop sau:
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Trudng hop 1.y = TFx, 2 = T"x, k < n. Khi d6
m(Ty, Tz) = m(TF e, T ) = Z d(T'z, T )
i=k+1

<A Z d(T o, T'z) = dm(y, 2).
i=k+1

Trudng hop 2.y = T"x,z = y* = lim T'x.
1— 00
Néu ton tai k sao cho Tz = TFz thi m(Ty, Tz) = m(T" 'z, T*1x). Tuong
tu nhu Truong hop 1 va luu y rang m(y, z) > m(T"x, T"x) v6i moi n, k € N,

ta co m(Ty, Tz) < Am(y, 2).

Néu Tz = y* thi theo (2.1) va chiing minh ctia Ménh dé 2.1.3, ta c¢6

m(Ty, Tz) = m(T" Mz, y*) = m(T" e, lim T'z) = lim m(T" 2, T'x)

1—00 1—00
= Z d(T'z, T x) <\ Z AT e, Tx) = dm(y, 2).
i=nt1 i=n+1

Vay T|5 5y 1o mot anh xa co trén (O(x, 00), m).

Hon nita, 4p dung Ménh dé 2.1.3 va Nguyeén li 4nh xa co Banach, ta suy ra

v6i mdi x € X, T c6 duy nhat diem bat dong 2* € O(x,00) va lim T"z = z*
n—oo

trong (O(z,00),m). Vay z* = y* va lim T"z = y* trong (X, d). ]

n—oo

2.2 Ap dung

Trong muc nay, ching toi chitng té ring mot sé dinh i diém bat dong la
mo rong cua Nguyén 11 anh xa co Banach trén cing mot khong gian métric
c6 thé dugc suy ra bang cach st dung Nguyeén 1i anh xa co Banach véi cau
tric métric duge trinh bay trong Muc 2.1. Cu thé, ching t6i chitng t6é ring
sit ton tai ctia diem bat dong clia anh xa T’ thod man (1.2) c¢6 thé duge suy

ra tit Dinh 1{ 2.1.4. Nhiing két qua nay da duge cong bo trong [32].
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2.2.1 Hé qua. Gid st (X, d) la mot khong gian métric day divaT : X — X
la mot anh xa thod man (1.2). Khi dé, véi moi x € X, T la mot dnh xa co

trén O(x, +00).

Chiing minh. Truée hét ta ching minh 7'(O(z,00)) C O(z,00). Gia st y €
O(z, 00).
Néu y = T"z v6i moi n € N thi Ty = 7"z € O(z, ).
Néu y = y* thi tu (1.2) ta co
d(T" Mz, Ty) (2.3)
= d(T" 'z, Ty")
d(T"z, Ty*) + d(y*, TT"z)

2 j

Lay gi6i han n — oo trong (2.3), ta c¢6 d(y*, Ty*) < a.d(y*, Ty*). Diéu nay

< a.max {d(T”m, y*),d(T"x, TT"x),d(y*, Ty"),

chimg t6 Ty = Ty* = y* € O(x, 00).

Tiép theo, ta chiing minh (1.2) kéo theo (2.2). That vay, v6i mdi u € X

ta co

d(Tu, T?u) < o max {d(u, Tw), d(u, Tw), d(Tu, T?u), d(u, T?u) ‘;d(Tu, Tu) }
— amax {d(u, Tu),d(Tu, T*u), d(uTTzu)}
< oo {d(u, Tw). d(Tu, T?), d(u, Tu) +2d(Tu, T2u)}

I

)

=

Q

"
——

d(u,Tu),d(Tu,T%)} = ad(u,Tu), since o < 1.
Diéu nay ching t6 rang (2.2) duge thod man. T Dinh 1{ 2.1.4 ta c6 két luan
can chiing minh. O

2.2.2 Nhan xét ([32], Remark 3.2). Theo [11, Theorem 2.1.(vi)] thi Dinh

1{ 1.2.1 bao ham két qua ctia Kannan trong [19], ciia Reich trong [28], ciia



12

Hardy va Rogers trong [16], ciia Zamfirescu trong [33], ctia Ciri¢ trong [10].
Do dé, tit He qua 2.2.1, sy ton tai ciia diém bat dong trong nhimg két qua
néu trén cé thé duge suy ra tit Nguyen 1f anh xa co Banach. Tinh duy nhét
ctia diém bat dong duge chiing minh dé dang tir (1.2).

Tiép theo 1a vi du minh hoa cho két qua dat dugce trong c hai trudng hop
lue lugng ctia O(x, +00) vo han va luce lugng ctia O(x, 400) hitu han.
2.2.3 Vidu. Xét X = [0, 1] v6i métric thong thuong d va anhxaT : X — X

dugce xac dinh béi

néu z € [0,1)
Tx =<

néu r = 1.

B~ = |8

\

Trén khong gian métric (X, d), 4nh xa T thod man dieu kién co (1.2) vdi

1
a € [5’ 1). Dong thoi T' thoa méan cac diéu kién co (1.3), (1.6). Do d6, Dinh

If 2.1.4, Dinh li diém bat dong Kannan trong [19] v& Dinh Ii diém bat dong

5
Hardy-Rogers trong [16] ap dung dugce cho T va (X, d). V6i z € (6’ 1), ta c6

d(Tx,T1) > d(x,1). Do dé chiing ta khong thé 4p dung Nguyén li 4nh xa co
Banach cho T trén (X, d).

Tuy nhién, ching ta thay cé thé 4p dung Nguyén li anh xa co Banach cho
T trén (m, m)
2.2.4 Vidu. Xét X = [0, 1] v6i métric thong thuong d va anhxaT : X — X

duge xac dinh béi

néu x € [0,1)

néu z = 1.

= = N =
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Trén khong gian métric (X, d), 4nh xa T thod man diéu kién co (1.2) vdi

1
a € [g, 1). Dong thoi T' thoad man cac diéu kien co (1.3), (1.6). Do d6, Dinh

If 2.1.4, Dinh i diém bat dong Kannan trong [19] v& Dinh Ii diém bat dong

Hardy-Rogers trong [16] ap dung dugc cho T va (X, d). V6i z € (; 1), ta co
d(Tx,T1) > d(x,1). Do dé chiing ta khong thé 4p dung Nguyén li 4nh xa co
Banach cho T trén (X, d).

Tuy nhién, ching ta thay c6 thé ap dung Nguyén i &nh xa co Banach cho

T tren (O(z,+00), m).
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KET LUAN VA KIEN NGHI

1 Két luan

Dé tai da dat dudc cac két qua sau.

- Xay dung dudc cau tric meétric méi m trén khong gian con O(z, +00)
ctia khong gian meétric (X, d): Dinh nghia 2.1.1, Ménh deé 2.1.3.

- Ap dung Nguyen li 4nh xa co Banach trén khong gian métric con
(O(z, +00),m) dé chiing minh mot s6 md rong ciia Nguyén li anh xa co
Banach trén khong gian métric (X, d): Dinh 1 2.1.4, Hé qué 2.2.1.

Két qua chinh cia dé tai da dugc nhan dang trén Carpathian Journal of
Mathematics, mot tap chi khoa hoc duge liet ké trong danh muc IST [32]; noi
dung ctia dé tai cling duge bao céo truée Seminar Gidi tich toan hoc va ap

dung va sinh hoat chuyén mon ctia BoO mon Giai tich-Toan tng dung.

2 Kién nghi

Dé tai co thé duge phat trién theo nhitng huéng sau:

- Xay duyng nhiing cau tric métric phit hop khac trén khong gian con
m dé chiing minh nhing mé rong khac ctia Nguyeén li anh xa co
Banach trén (X, d).

- Nghién cttu bai toan tuong tu cho Nguyén i &nh xa co Banach trén khong

gian meétric suy rong.
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PHU LUC

Noi dung bai bao khoa hoc vé cac két qué ciia dé tai.

1. D. Wardowski and N. V. Dung, A note on fized point theorems in metric
spaces, Carpathian J. Math. (2014), accepted paper.



