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MỞ ĐẦU

1 Tổng quan tình hình nghiên cứu

Lí thuyết điểm bất động trong không gian mêtric đã thu hút được sự quan

tâm nghiên cứu của nhiều tác giả, rất nhiều định lí điểm bất động và ứng

dụng đã được thiết lập [2]. Trong bài báo [29], Rhoades đã hệ thống 25 điều

kiện co, xây dựng nhiều dạng định lí điểm bất động và thiết lập mối quan hệ

giữa chúng. Vấn đề này được Collaco và Silva tiếp tục hoàn thiện trong [11].

Nhiều phản ví dụ cho những mối quan hệ này cũng được xây dựng, xem chi

tiết trong [29, Theorem 1] và [11, Section 3].

Gần đây, Lí thuyết điểm bất động trong không gian mêtric tiếp tục thu hút

được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều tác giả. Trong tài liệu [31], Suzuki

đã giới thiệu một hướng tổng quát mới cho Nguyên lí ánh xạ co Banach bằng

cách sử dụng một hàm không tăng θ. Hướng nghiên cứu này đã được tiếp

tục trong [1], [3], [13], [26]. Trong [27], Ran và cộng sự đã mở rộng Nguyên lí

ánh xạ co Banach cho không gian mêtric sắp thứ tự bộ phận và áp dụng vào

phương trình ma trận. Kĩ thuật này sau đó cũng được áp dụng rộng rãi cho

nhiều loại điều kiện co khác nhau, xem [7], [17], [22], [25].

Ở trong nước, Lí thuyết điểm bất động cũng được một số tác giả quan

tâm nghiên cứu. Ở Viện Toán học, Viện Hàn lâm Khoa học Việt Nam, một

số tác giả nghiên cứu điểm bất động và ứng dụng của nó trong giải tích đa trị

và tối ưu toán học, xem [12], [18]. Ở Trường Đại học Quốc tế, Đại học Quốc

gia Tp Hồ Chí Minh các tác giả và cộng sự cũng nghiên cứu về điểm bất động

và ứng dụng của nó trong giải tích đa trị và tối ưu toán học, xem [15], [21]. Ở

Trường Đại học Hồng Đức, các tác giả quan tâm đến định lí điểm bất động

trên không gian mêtric sắp thứ tự và áp dụng, xem [23], [24]. Ở Trường Đại

học Vinh, các tác giả quan tâm đến một số dạng mở rộng của Nguyên lí ánh

xạ co Banach như điều kiện co Meir-Keeler, Ćirić, xem [9], [20]. Ở Trường
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Đại học Đồng Tháp, các thành viên của Seminar Giải tích toán học và áp

dụng quan tâm đến một số dạng định lí điểm bất động trên những không

gian mêtric suy rộng, chẳng hạn [4], [5], [14], [30].

2 Tính cấp thiết của đề tài

Để chứng minh một định lí là mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co Banach,

các tác giả thường chỉ ra rằng Nguyên lí ánh xạ co Banach là một hệ quả trực

tiếp của định lí mới. Đồng thời, các tác giả xây dựng một ánh xạ T : X −→ X

thoả mãn các giả thiết của kết quả mới nhưng không thoả mãn Nguyên lí

ánh xạ co Banach. Về chi tiết những ví dụ kiểu này, chúng ta có thể tham

khảo trong [29, Theorem 1] và [11, Section 3].

Vấn đề đặt ra ở đây là chúng ta có thể áp dụng Nguyên lí ánh xạ co

Banach cho ánh xạ TY : Y −→ Y với (Y,m) là một không gian mêtric đầy đủ

nào đó để từ đó thu được điểm bất động của T : X −→ X trên không gian

mêtric đầy đủ (X, d). Do đó, việc thiết lập Nguyên lí ánh xạ co Banach trên

không gian mêtric (Y,m) để chứng minh định lí điểm bất động tổng quát

trên không gian mêtric (X, d) có ý nghĩa quan trọng đối với Lí thuyết điểm

bất động trong không gian mêtric.

Trên cơ sở những nghiên cứu về Lí thuyết điểm bất động của một nhóm

giảng viên và sinh viên ở Khoa Sư phạm Toán-Tin, Trường Đại học Đồng

Tháp trong thời gian qua, chúng tôi lựa chọn vấn đề nghiên cứu “Một cách

tiếp cận khác về mở rộng định lí điểm bất động trên không gian mêtric”. Việc

nghiên cứu vấn đề này sẽ kế thừa được những kết quả, kĩ thuật và phương

pháp của nhóm; tiếp cận được một hướng nghiên cứu mang tính thời sự của

giải tích hiện đại trong những năm gần đây và đặt nền móng cho việc ứng

dụng những kết quả và tư tưởng kinh điển của giải tích vào những lĩnh vực

mang tính ứng dụng cao như phương trình vi phân, khoa học máy tính, tối

ưu toán học.
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3 Mục tiêu nghiên cứu

Xây dựng cấu trúc mêtric mới m trên tập con Y của không gian mêtric

(X, d) và áp dụng Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian mêtric (Y,m)

vào chứng minh những mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không

gian mêtric (X, d).

4 Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu

Cách tiếp cận: sử dụng dãy lặp của một ánh xạ để xây dựng cấu trúc mêtric

mới trên tập con của một không gian mêtric đã cho và sử dụng Nguyên lí

ánh xạ co Banach trên không gian mêtric mới để chứng minh những mở rộng

của Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian mêtric đã cho.

Phương pháp: nghiên cứu các tài liệu tham khảo để xây dựng cấu trúc

mêtric mới từ mêtric đã cho. Các kết quả này được thảo luận và trao đổi chi

tiết với các tác giả cùng hướng nghiên cứu.

5 Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đề tài nghiên cứu Nguyên lí ánh xạ co Banach trong không gian mêtric,

một chủ đề thuộc lĩnh vực Lí thuyết điểm bất động trong không gian mêtric

suy rộng.

6 Nội dung nghiên cứu

Nội dung nghiên cứu của đề tài bao gồm:

- Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

- Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian con và áp dụng.
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CHƯƠNG 1

MỘT SỐ KẾT QUẢ BỔ TRỢ

1.1 Nguyên lí ánh xạ co Banach

Trong mục này, chúng tôi trình bày lại một số nội dung về Nguyên lí ánh

xạ co Banach.

1.1.1 Định nghĩa ([6]). Giả sử (X, d) là một không gian mêtric và T : X −→

X là một ánh xạ. T được gọi là một ánh xạ co nếu tồn tại α ∈ [0, 1) sao cho

với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ≤ αd(x, y). (1.1)

1.1.2 Định lí ([6], Nguyên lí ánh xạ co Banach). Giả sử (X, d) là một không

gian mêtric đầy đủ và T : X −→ X là một ánh xạ co. Khi đó T có điểm bất

động duy nhất trong X, nghĩa là tồn tại duy nhất x ∈ X sao cho Tx = x.

1.2 Một số điều kiện co trong không gian mêtric

Trong mục này, chúng tôi hệ thống một số điều kiện co là mở rộng của

điều kiện co trong Nguyên lí ánh xạ co Banach.

1.2.1 Định lí ([29], Theorem 5). Giả sử (X, d) là một không gian mêtric đầy
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đủ, α ∈ [0, 1) và T : X −→ X là một ánh xạ thoả mãn với mọi x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ≤ αmax
{
d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)

2

}
. (1.2)

Khi đó T có điểm bất động duy nhất y∗ và lim
n→∞

T nx = y∗ với mọi x ∈ X.

Một số điều kiện co khác được liệt kê trong [29] là trường hợp riêng hoặc

tương đương với điều kiện co (1.2). Cụ thể

Điều kiện co Kannan [19]: Tồn tại a ∈
(
0,

1

2

)
sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(fx, fy) ≤ a
[
d(x, fx) + d(y, fy)

]
. (1.3)

Điều kiện co Bianchini [8]: Tồn tại h ∈ (0, 1) sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(fx, fy) ≤ hmax
{
d(x, fx), d(y, fy)

}
. (1.4)

Điều kiện co Reich [28]: Tồn tại a, b, c ≥ 0 thoả mãn a+ b+ c < 1 sao cho

với mọi x, y ∈ X,

d(fx, fy) ≤ ad(x, fx) + bd(y, fy) + cd(x, y). (1.5)

Điều kiện co Hardy và Rogers [16]: Tồn tại các số không âm ai thoả mãn
5∑

i=1

< 1 sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(fx, fy) ≤ a1d(x, y)+a2d(x, fx)+a3d(y, fy)+a4d(x, fy)+a5d(y, fx). (1.6)

Điều kiện co Zamfirescu [33]: Tồn tại α, β, γ với 0 ≤ α < 1, 0 ≤ β, γ <
1

2
sao cho với mọi x, y ∈ X, ít nhất một trong các điều kiện sau là đúng.

d(fx, fy) ≤ αd(x, y)

d(fx, fy) ≤ β
[
d(x, fx) + d(y, fy)

]
(1.7)

d(fx, fy) ≤ γ
[
d(x, fy) + d(y, fx)

]
.



6

Điều kiện co Ćirić [10]: Tồn tại các hàm q, r, s, t : X ×X −→ [0,+∞) và

λ thoả mãn

sup
x,y∈X

{
q(x, y) + r(x, y) + s(x, y) + 2t(x, y)

}
≤ λ < 1

sao cho với mọi x, y ∈ X,

d(fx, fy) ≤ q(x, y)d(x, y) + r(x, y)d(x, fx) + s(x, y)d(y, fy)

+t(x, y)
[
d(x, fy) + d(y, fx)

]
. (1.8)

1.2.2 Nhận xét. Theo chứng minh của [29, Theorem 1.(xxvi)] thì điều

kiện (1.2) tương đương với điều kiện (1.8). Theo chứng minh của [29, The-

orem 1.(xiv)] thì (1.1) ⇒ (1.6) nhưng chiều ngược lại không xảy ra khi các

điều kiện co được áp dụng cho cùng một ánh xạ trên cùng một không gian

mêtric (X, d). Từ [11, Theorem 2.1.(vi)], chúng ta có (1.6) ⇒ (1.8). Do đó,

(1.1)⇒ (1.8), điều này có nghĩa là (1.1)⇒ (1.2) nhưng chiều ngược lại không

xảy ra khi các điều kiện co được áp dụng cho cùng một ánh xạ trên cùng một

không gian mêtric (X, d). Nói cách khác, Định lí 1.2.1 là một mở rộng của

Nguyên lí ánh xạ co Banach trên cùng một không gian mêtric.
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CHƯƠNG 2

NGUYÊN LÍ ÁNH XẠ CO BANACH TRÊN

KHÔNG GIAN CON VÀ ÁP DỤNG

2.1 Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian

mêtric con

Mục này trình bày một số điều kiện đảm bảo cho một ánh xạ là ánh xạ

co trên không gian con với mêtric nào đó. Những kết quả này đã được công

bố trong [32].

2.1.1 Định nghĩa. Giả sử (X, d) là một không gian mêtric và T : X −→ X

là một ánh xạ. Với mỗi x ∈ X, đặt

O(x,+∞) = {x, Tx, . . . , T nx, . . .}.

Bao đóng của O(x,+∞) trong (X, d) được kí hiệu là O(x,+∞). Không

mất tính tổng quát, chúng ta giả sử hoặc T nx 6= T kx với mọi n 6= k hoặc tồn

tại p sao cho T nx 6= T kx với mọi n 6= k ≤ p và T nx = T px với mọi n ≥ p.
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Xét m : O(x,+∞)×O(x,+∞) −→ [0,+∞) được xác định như sau:

m(u, v) =


0 nếu u = v ∈ O(x,+∞)
n−1∑
i=k

d(T ix, T i+1x) nếu u = T kx 6= v = T nx, 0 ≤ k < n

lim
i→∞

m(T nx, T ix) nếu u = T nx, v = lim
i→∞

T ix 6∈ O(x,+∞).

(2.1)

Ví dụ sau chứng tỏ m có thể nhận giá trị +∞.

2.1.2 Ví dụ. Xét

X =
{
−

1

2n
: n ∈ N

}
∪
{ 1

2n− 1
: n ∈ N

}
∪ {0}

với mêtric thông thường và ánh xạ T : X −→ X được xác định bởi

T (x) =



−
1

2n
nếu x =

1

2n− 1

1

2n+ 1
nếu x = −

1

2n

0 nếu x = 0.

Khi đó m(1, 0) = +∞.

2.1.3 Mệnh đề. Giả sử (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ, λ ∈ [0, 1)

và T : X −→ X là một ánh xạ sao cho với mọi u ∈ X,

d(Tu, T 2u) ≤ λd(u, Tu). (2.2)

Khi đó, với mỗi x ∈ X và m như trong Định nghĩa 2.1.1, không gian mêtric

(O(x,+∞),m) là một không gian mêtric đầy đủ.

Chứng minh. Với mỗi x ∈ X, khi đóm là một mêtric suy rộng trên O(x,+∞),

nghĩa là m có thể nhận giá trị +∞. Với mỗi n ∈ N, từ (2.2) ta có

d(T nx, T n+1x) = d(T (T n−1x), T 2(T n−1x)) ≤ λd(T n−1x, T nx) ≤ . . . ≤ λnd(x, Tx).
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Với mỗi k, n ∈ N, ta có

d(T kx, T nx) ≤
n−1∑
i=k

d(T ix, T i+1x) ≤ d(x, Tx)
n−1∑
i=k

λi ≤ λn

1− λ
d(x, Tx).

Vậy {T nx} là một dãy Cauchy. Vì (X, d) là đầy đủ nên tồn tại y∗ ∈ X sao

cho lim
n→∞

T nx = y∗. Do đó O(x,+∞) = O(x,+∞) ∪ {y∗}. Từ (2.1), với mọi

n ∈ N, ta có

m(T nx, y∗) = lim
i→∞

m(T nx, T ix) =
∞∑
i=n

d(T ix, T i+1x).

Vậy m là một mêtric trên O(x,+∞).

Với mỗi dãy Cauchy {yn} theo m trong O(x,+∞), nghĩa là

lim
n,k→∞

m(yk, yn) = 0.

Chúng ta chỉ cần xét trường hợp yn = T nx. Theo (2.1), ta có

m(yn, y
∗) = m(T nx, lim

i→∞
T ix) =

∞∑
i=n

d(T ix, T i+1x).

Từ (2.2), ta nhận được sự hội tụ của chuỗi
∞∑
i=0

d(T ix, T i+1x). Vậy ta có

lim
n→∞

m(yn, y
∗) = 0, từ đó suy ra {yn} hội tụ về y∗ ∈ O(x,∞) theo m.

2.1.4 Định lí. Giả sử (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ, x ∈ X, m

như trong Định nghĩa 2.1.1 và T : X −→ X thoả mãn (2.2). Nếu

T (O(x,+∞)) ⊂ O(x,+∞)

thì T |O(x,+∞) là một ánh xạ co theo m. Khi đó, T có duy nhất điểm bất động

y∗ trong O(x,+∞) và lim
n→∞

T nx = y∗ trong (X, d).

Chứng minh. Với mỗi y, z ∈ O(x,∞), y 6= z, chúng ta xét hai trường hợp sau:
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Trường hợp 1. y = T kx, z = T nx, k < n. Khi đó

m(Ty, Tz) = m(T k+1x, T n+1x) =
n∑

i=k+1

d(T ix, T i+1x)

≤ λ

n∑
i=k+1

d(T i−1x, T ix) = λm(y, z).

Trường hợp 2. y = T nx, z = y∗ = lim
i→∞

T ix.

Nếu tồn tại k sao cho Tz = T kx thìm(Ty, Tz) = m(T n+1x, T k+1x). Tương

tự như Trường hợp 1 và lưu ý rằng m(y, z) ≥ m(T nx, T kx) với mọi n, k ∈ N,

ta có m(Ty, Tz) ≤ λm(y, z).

Nếu Tz = y∗ thì theo (2.1) và chứng minh của Mệnh đề 2.1.3, ta có

m(Ty, Tz) = m(T n+1x, y∗) = m(T n+1x, lim
i→∞

T ix) = lim
i→∞

m(T n+1x, T ix)

=
∞∑

i=n+1

d(T ix, T i+1x) ≤ λ

∞∑
i=n+1

d(T i−1x, T ix) = λm(y, z).

Vậy T |O(x,∞) là một ánh xạ co trên (O(x,∞),m).

Hơn nữa, áp dụng Mệnh đề 2.1.3 và Nguyên lí ánh xạ co Banach, ta suy ra

với mỗi x ∈ X, T có duy nhất điểm bất động x∗ ∈ O(x,∞) và lim
n→∞

T nx = x∗

trong
(
O(x,∞),m

)
. Vậy x∗ = y∗ và lim

n→∞
T nx = y∗ trong (X, d).

2.2 Áp dụng

Trong mục này, chúng tôi chứng tỏ rằng một số định lí điểm bất động là

mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co Banach trên cùng một không gian mêtric

có thể được suy ra bằng cách sử dụng Nguyên lí ánh xạ co Banach với cấu

trúc mêtric được trình bày trong Mục 2.1. Cụ thể, chúng tôi chứng tỏ rằng

sự tồn tại của điểm bất động của ánh xạ T thoả mãn (1.2) có thể được suy

ra từ Định lí 2.1.4. Những kết quả này đã được công bố trong [32].
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2.2.1 Hệ quả. Giả sử (X, d) là một không gian mêtric đầy đủ và T : X −→ X

là một ánh xạ thoả mãn (1.2). Khi đó, với mỗi x ∈ X, T là một ánh xạ co

trên O(x,+∞).

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh T
(
O(x,∞)

)
⊂ O(x,∞). Giả sử y ∈

O(x,∞).

Nếu y = T nx với mọi n ∈ N thì Ty = T n+1x ∈ O(x,∞).

Nếu y = y∗ thì từ (1.2) ta có

d(T n+1x, Ty) (2.3)

= d(T n+1x, Ty∗)

≤ α.max
{
d(T nx, y∗), d(T nx, TT nx), d(y∗, T y∗),

d(T nx, Ty∗) + d(y∗, TT nx)

2

}
Lấy giới hạn n → ∞ trong (2.3), ta có d(y∗, T y∗) ≤ α.d(y∗, T y∗). Điều này

chứng tỏ Ty = Ty∗ = y∗ ∈ O(x,∞).

Tiếp theo, ta chứng minh (1.2) kéo theo (2.2). Thật vây, với mỗi u ∈ X

ta có

d(Tu, T 2u) ≤ αmax
{
d(u, Tu), d(u, Tu), d(Tu, T 2u),

d(u, T 2u) + d(Tu, Tu)

2

}
= αmax

{
d(u, Tu), d(Tu, T 2u),

d(u, T 2u)

2

}
≤ αmax

{
d(u, Tu), d(Tu, T 2u),

d(u, Tu) + d(Tu, T 2u)

2

}
= αmax

{
d(u, Tu), d(Tu, T 2u)

}
= αd(u, Tu), since α < 1.

Điều này chứng tỏ rằng (2.2) được thoả mãn. Từ Định lí 2.1.4 ta có kết luận

cần chứng minh.

2.2.2 Nhận xét ([32], Remark 3.2). Theo [11, Theorem 2.1.(vi)] thì Định

lí 1.2.1 bao hàm kết quả của Kannan trong [19], của Reich trong [28], của
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Hardy và Rogers trong [16], của Zamfirescu trong [33], của Ćirić trong [10].

Do đó, từ Hệ quả 2.2.1, sự tồn tại của điểm bất động trong những kết quả

nêu trên có thể được suy ra từ Nguyên lí ánh xạ co Banach. Tính duy nhất

của điểm bất động được chứng minh dễ dàng từ (1.2).

Tiếp theo là ví dụ minh hoạ cho kết quả đạt được trong cả hai trường hợp

lực lượng của O(x,+∞) vô hạn và lực lượng của O(x,+∞) hữu hạn.

2.2.3 Ví dụ. XétX = [0, 1] với mêtric thông thường d và ánh xạ T : X −→ X

được xác định bởi

Tx =


x

2
nếu x ∈ [0, 1)

1

4
nếu x = 1.

Trên không gian mêtric (X, d), ánh xạ T thoả mãn điều kiện co (1.2) với

α ∈
[1
3
, 1
)
. Đồng thời T thoả mãn các điều kiện co (1.3), (1.6). Do đó, Định

lí 2.1.4, Định lí điểm bất động Kannan trong [19] và Định lí điểm bất động

Hardy-Rogers trong [16] áp dụng được cho T và (X, d). Với x ∈
(5
6
, 1
)
, ta có

d(Tx, T1) > d(x, 1). Do đó chúng ta không thể áp dụng Nguyên lí ánh xạ co

Banach cho T trên (X, d).

Tuy nhiên, chúng ta thấy có thể áp dụng Nguyên lí ánh xạ co Banach cho

T trên
(
O(x,+∞),m

)
.

2.2.4 Ví dụ. XétX = [0, 1] với mêtric thông thường d và ánh xạ T : X −→ X

được xác định bởi

Tx =


1

2
nếu x ∈ [0, 1)

1

4
nếu x = 1.
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Trên không gian mêtric (X, d), ánh xạ T thoả mãn điều kiện co (1.2) với

α ∈
[1
3
, 1
)
. Đồng thời T thoả mãn các điều kiện co (1.3), (1.6). Do đó, Định

lí 2.1.4, Định lí điểm bất động Kannan trong [19] và Định lí điểm bất động

Hardy-Rogers trong [16] áp dụng được cho T và (X, d). Với x ∈
(3
4
, 1
)
, ta có

d(Tx, T1) > d(x, 1). Do đó chúng ta không thể áp dụng Nguyên lí ánh xạ co

Banach cho T trên (X, d).

Tuy nhiên, chúng ta thấy có thể áp dụng Nguyên lí ánh xạ co Banach cho

T trên
(
O(x,+∞),m

)
.
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1 Kết luận

Đề tài đã đạt được các kết quả sau.

- Xây dựng được cấu trúc mêtric mới m trên không gian con O(x,+∞)

của không gian mêtric (X, d): Định nghĩa 2.1.1, Mệnh đề 2.1.3.

- Áp dụng Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không gian mêtric con

(O(x,+∞),m) để chứng minh một số mở rộng của Nguyên lí ánh xạ co

Banach trên không gian mêtric (X, d): Định lí 2.1.4, Hệ quả 2.2.1.

Kết quả chính của đề tài đã được nhận đăng trên Carpathian Journal of

Mathematics, một tạp chí khoa học được liệt kê trong danh mục ISI [32]; nội

dung của đề tài cũng được báo cáo trước Seminar Giải tích toán học và áp

dụng và sinh hoạt chuyên môn của Bộ môn Giải tích-Toán ứng dụng.

2 Kiến nghị

Đề tài có thể được phát triển theo những hướng sau:

- Xây dựng những cấu trúc mêtric phù hợp khác trên không gian con

O(x,+∞) để chứng minh những mở rộng khác của Nguyên lí ánh xạ co

Banach trên (X, d).

- Nghiên cứu bài toán tương tự cho Nguyên lí ánh xạ co Banach trên không

gian mêtric suy rộng.
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